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6. NAHTUSTEVAHELISTE SEOSTE UURIMINE
Korrelatsiooni moiste

Olgu meil andmed reklaamikulude ja miitigist saadud .
. ~q e — +
tulude kohta erinevatel kuudel. Nende andmete pdhjal 8 .\
. . . Lo . +
konstrueerime diagrammi (joonis 1). g + e ey
. . . . . . 3 +
Saadud diagrammi nimetatakse hajumisdiagrammiks o " o+
. = + + * i
8D iga punkt
(s‘catter dzc.lgmm)." o ' 2 o+ vastab iihele
Diagrammilt on néha, et tildiselt reklaamikulude g |7 kuule
suurenemisel miitigist saadav tulu suureneb. Oeldakse, et
nende kahe suuruse vahel on olemas korrelatsioon. kulutused reklaamile
Joonis 1
+ M * +
+ + * + + ++ +
+++++++ ' R +++++ * R * e +++ ++ + +++++++
oty o+ * + A + T4 T
++ + oy + T + + + + + + ++
+4 F + + L+ * s * Ly
+ + o+ + P R ey +
Tugev positiivne Nork positiivne Korrelatsioon puudub Nork negatiivne Tugev negatiivne
korrelatsioon korrelatsioon korrelatsioon korrelatsioon

Positiivne korrelatsioon — iihe suuruse kasvades teine suurus samuti kasvab.
Negatiivne korrelatsioon — iihe suuruse kasvades teine suurus kahaneb.

Seos kahe juhusliku suuruse vahel vdib olla kaht tiitipi:

1. Funktsionaalse seose korral vastab argumendi x mingile véartusele iiks ja ainult {iks
funktsiooni y véértus.

2. Statistilise (korrelatiivse) seose puhul voib {ihe suuruse X mingile véértusele vastata mitu
teise suuruse Y védrtust, mida tépselt ei saa kindlaks méddrata. Statistiline seos véljendub iihe
juhusliku suuruse Y keskvéértuse soltuvuses teise juhusliku suuruse X vaartustest.

Y y
+ +
+* +
+ +
+F ++ 7
+ +
+ o+ L+
+
+ + I + e
+ | Uhele ja samale suuruse X + 4 Uhele ja samale suuruse X
N + ! vidrtusele v3ib vastata iiks ja + + 1 vadrtusele v5ib vastata mitu
ainult iiks suuruse Y viirtust + ; erinevat suuruse Y védrtust
x x
Joonis 7 Funktsionaalne seos Joonis 8 Korrelatiivne seos
Seose olemasolu ei tdhenda, et suurused on omavahel pdhjuslikult é
seotud. = L
Pohjuslik seos ehk deterministlik seos — seos, mille korral iiks 2 w7
. ~ s . . .. ~ ~e e e ++ 4
nzzh‘Fus on poOhjus ja te}ng tagajarg. Pohjus avaldab moju tagajérjele, s .. W
pohjuslik seos on alati kindla suunaga. & +
g +

NAIDE 6.1. Kogudes andmeid jditise miiiigi ja tee-ehitajate todviljakuse kohta
erinevatel suvepdevadel, voime avastada, et nende suuruste vahel on korrelatiivne ) .
seos (joon. 9). Kuid p&hjuslik seos puudub. Uhe suuruse muutmine ei pShjusta teise Joonis 9. Korrelatiivne seos on,
suuruse muutumist. pdhjuslik seos puudub.

jadtise miiiik
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Uks ja sama pdhjus vdib esile kutsuda rohkem kui iihe tagajirje, mis vdivad omavahel seotud olla,
kuigi pohjuslik seos nende vahel puudub.

Kui korrelatiivne seos on tugev, vihjab see kiill pdhjusliku seose voimalusele, ent ei tdesta veel selle
olemasolu. Seda saab tdestada vaid nihtuste kvalitatiivse analiiiisi teel.

NAIDE 6.2.
Tabelis on toodud kiimne ettevotte kidibesagedus (nditab, mitu ringi teevad vahendid antud ettevottes perioodi jooksul) ja
kasum. Samad andmed on esitatud juuresoleval diagrammil (joonis 10).

7
Kiibesagedus  Kasum 6
30,0 3,0 5 .
25,5 2,8 £
24
6,7 1,1 X
3 *
45,2 53 .
2 * o
10,5 0,6
*
16,7 2,1 1 ‘.
20,5 2.1 0+ | 1 | | | ! 1 >
0 10 20 30 40 50 60 70
21,4 24 Kaibesagedus
8,3 0,9 Joonis 10 Tegemist on tugeva positiivse korrelatsiooniga. Vib viita, et
70,5 7,1 kaibesageduse suurenedes on oodata ka suuremat kasumit.
Regressioonanaliilis

Kui kahe suuruse vahel on olemas seos, siis jirgmiseks eesmérgiks on selle seose modelleerimine.
Niiteks 0konomeetrias voib huvi pakkuda majapidamise sissetuleku suuruse ja erinevatele
kaubagruppidele tehtavate kulutuste vaheline seos. Ettevotjale pakub huvi seos miiiigist saadava tulu
ja reklaamikulude vahel. Investeerijale pakub huvi seos viirtpaberituru indeksi ja SKT
(sisemajanduse kogutoodangu) vahel.

Seost kirjeldava mudeli leidmiseks kasutatakse regressioonanaliiiisi. Mudel voib sisaldada kas iihte
vOi mitut argumentsuurust. Naiteks miitigitulu voib soltuda peale reklaamikulude veel paljudest
muudest suurustest — hinnad, tildine majandusolukord, ajategur (aasta algus, keskpaik voi -16pp).

» iiks argumentsuurus, y =f(x) — lihtne regressioon;

> mitu argumentsuurust, y =f(x; x,; X;; ...) — mitmene regressioon.

Saadav mudel ei vdoimalda arvutada funktsioonsuuruse Y tdpset vdértust. Kuigi mudelisse on
voimalik lisada mitmeid suurusi, pole tdpse miiligitulu viértuse leidmine mudeli pohjal ikkagi
voimalik.

Regressioonanaliiiisi eesmirgiks on leida arvutusvalem, mis vdoimaldab argumentsuuruse X viirtuse
pohjal vilja arvutada funktsioonsuuruse Y vastavat véddrtust y. Suuruse Y tdpne véértus y; on juhuslik
suurus, mille voimalikud véartused erinevad mudeli pdhjal leitud véértustest y, juhusliku

komponendi € vorra :
YiTVitE

Juhusliku komponendi € tekitab mudelist viljajdetud suurustest pohjustatud variatsioon (seletamata
variatsioon).

Lihtsaim regressioonmudel on lineaarne mudel, mille graatikuks on sirge parameetritega a ja b.
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Lineaarse mudeli iildkuju

y=ax+b

Konkreetse mudeli leidmiseks tuleb empiiriliste andmete pohjal leida mudeli parameetrid « ja b.
Parameetrite arvvéartuste leidmiseks kasutatakse vihimruutude meetodit. Tuleb leida sellise sirge
vorrand, mille korral empiiriliste punktide ja sirge vastavate punktide vaheliste kauguste ruutude
summa on minimaalne
Yy sf =min
i

s.t. otsitakse sellist mudelit, mille korral seletamata variatsioon on minimaalne (joonis 11).

A

regressioonsirge
P=ax+b

2y

Joonis 11 Vahimruutude meetod

Sellest tingimusest saadakse vOrrandsiisteem, mille lahendamine annab mudelite parameetrite

leidmiseks jargmised valemid:
Z (x,' —X)(yl. _y) I’ZZ X _inzyi

> -5y nz xiz—(in)z

1

b=y-ax
Siin x, ja y, on suuruste X ja Y arvviirtused, » védrtuste paaride arv ning x ja y aritmeetilised

keskmised.

Koefitsiendi a leidmiseks kasutatakse MS Excelis funktsiooni SLOPE (ingl.k. tdus).
Vabaliikme b leidmiseks kasutatakse funktsiooni INTERCEPT (ingl. k. vabaliige).

Kui mudeli parameetrid on leitud, saab mudelit kasutada funktsioonsuuruse Y vairtuste
prognoosimiseks suvalise argumentsuuruse X véartuse korral:

)@=axi+b

MS Excelis leiab lineaarse regressioonmudeli abil leitud vaértused y, funktsioon TREND.
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NAIDE 6.3. Tarbimismudelid Alates 1992. aastast tehakse Eestis statistikaameti tellimusel pere-eelarve uuringuid.
Perevaatluste ldbiviijaks on Eesti Turu- ja Arvamusteuuringute Keskuse AS EMOR. Andmed saadakse peredest
paevikumeetodil ja intervjuudest. Alates aprillist 1993 on piisivastajaskonna suurus 2028 peret. Uuringute andmed avaldatakse
Eesti Statistikaameti poolt véiljaantavates statistika aastaraamatutes. Neid andmeid on voimalik kasutada Eesti majanduse
modelleerimisel, sealhulgas ka tarbimismudelite konstrueerimisel. Tabelis on toodud tulugruppide 16ikes andmed Eesti perede
tulude kohta ja kulutused teenindusele oktoobris-detsembris 1994 [Eesti Statistika aastaraamat 1995, 1k.148-151]. Nii tulud kui
kulud on antud iihe pereliikme kohta kuus.

Eesti perede tulud ja kulutused teenindusele iihe

pereliikme kohta kuus okt.-dets. 1994 Kulutused teenustele okt. - dets. 1994
y = 0,0059x +2,0391

Tulugrupp | Tulud, kr Kulud o %
teenindusele, ki a2 /
1] 330,65 3,44 2 _—
=
2 540,78 4,95 £ //
15 >
3 653,87 6,98 b )/
3 &~
4 781,01 5,9 E 10 ==
5| 92591 8,12 5 < °
6| 109746 10,15 o
7| 133547 7,19 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
8 1652.48 12.47 sissetulekud, kr
9 2133,96 15,07 o
1ol 390912 24.96 Joonis 12 Tarbimismudel

Piistitame {ilesande uurida, kuidas perede kulutused teenindusele sdltuvad nende rahalistest sissetulekutest. Selleks
konstrueerime andmete pdhjal lineaarse tarbimismudeli [Paas, T. Sissejuhatus 6konomeetriasse, 1k.173]. Mudelit otsime kujul
y=ax+b,

kus on kasutatud jargmisi tahistusi: y - kulud teenindusele kroonides; x - tulud kroonides; a, b - mudeli parameetrid.
Tegemist on lineaarse regressiooniilesandega ning mudeli parameetrite a ja b leidmiseks kasutame programmi MS Excel
vastavaid funktsioone. Lahendus annab parameetrite véartusteks jargmised arvud:

a=0,0059 kr/kr; b =2,0391 kr.

Seega perede kulutused teenindusele on modelleeritavad jargmise vorrandiga: y = 0,0059 x + 2,0391.

Rahaliste sissetulekute suurenemisel 1 krooni vorra suurenevad kulutused teenindusele 0,0059kr ehk 0,59 senti. Sissetulekute
suurenemisel 1000 kr vérra suurenevad kulutused teenindusele 5 kr 90 senti inimese kohta.

Analiitisides samal moel kulutusi toidukaupadele, saame z=0,109x +215

Sissetulekute suurenemisel 1000 kr vdrra suurenevad kulutused toidukaupadele 109 kr inimese kohta.

Seega 1994.a. 16pus kasvasid suuremate sissetulekutega peredes kulutused toidukaupadele oluliselt rohkem kui kulutused
teenindusele. Millise jirelduse voib sellest teha?

Regressioonanaliiiis on iiks 6konomeetrias kasutatavatest pdhimeetoditest. Regressioonanaliiiisi
kasutamine voimaldab konstrueerida 6konomeetrilisi mudeleid, mis on aluseks majandusteoreetiliste
hiipoteeside kontrollimisele ja majandusprotsesside vdimaliku arengu prognoosimisele.

NAIDE 6.4. Noudlusfunktsioon.

Tabelis on toodud iihe kauba erinevad hinnad ja neile hindadele vastavad ndutavad kogused (toodud korvalolevas tabelis).
Andmed on esitatud ka joonisel 13 toodud diagrammil. On vaja saada ndudlusfunktsiooni kujul hinna p séltuvus kogusest ¢,
kusjuures kasutame lineaarset mudelit:

p(@)=aq+b Hind p Kogus ¢
. . . ~ o 1000 1010
I variant. Kasutame lineaarset regressiooni, kus votame koguse argumendiks ja hinna
funktsiooniks. Mudeliks saame (joonis 13) 975 1100
950 1100
p(g)=-0,2082¢ +1192,7 925 1170
900 1470
II variant. Arvestame, et andmete kogumisel on hind ette antud, m #iratud, ja ndutav 875 1500
kogus on sellest sdltuv suurus, mis sisaldab juhuslikku komponenti. Seega 850 1650

regressioonmudelit otsime kujul, kus hind on argument ja kogus funktsioon
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q(p)=cp+d

Regressioonanaliilis annab mudeliks (joonis 14):
q(p)=-4,4143p +5368,9

Saadud mudelist avaldame hinna:
p(q)=-0,2265¢ +1216,3

Nagu niiha, ei lange T ja IT variandi korral leitud hinna avaldised kokku. Oige on II variant.

1000/ =
980 . p =-0,2082q + 1192,7 1600 q =-4,4143 p + 5368,9
60 1500
o
Q 940 o 1400
2 >
£ 920 g 1300
900
1200
880
860 1100
840 1004———7M8M@ — S w
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 840 860 880 900 920 940 960 980 000 1020
Kogus g Hind p
Joonis 13 Hinna sltuvus kogusest. Joonis 14 Koguse sdltuvus hinnast

Regressioonanaliiiis ei ole pooratav. Saadud avaldise kuju

sOltub sellest, kas suurus y on suuruse x funktsioon voi YA

vastupidi, (joonis 15):

X - argumentsuurus, y - funktsioonsuurus: y(x) =ax +b;

x - funktsioonsuurus, y - argumentsuurus: x(y) =cy +d.
. 1 d x=cy+d

Avaldame viimasest y(x) =—x - —.

c c

Mida ndrgem on suuruste x ja y vaheline seos, seda suurem on

y=ax+b

A

.1 . .
suuruste a ja — erinevus. Mida tugevam seos suuruste vahel
c

on, seda ldhedasemad on funktsioonid teineteisele ja vastavad Joonis 15 Regressioonanaliiiis pole
sirged 1dhenevad. Funktsionaalse seose korral sirged langevad pooratav

kokku, a =l.
c

Seose tugevus.Korrelatsioonikordaja.

Olgu meil kahe suuruse X ja Y viirtuste paarid. Leiame suuruse, mis kirjeldab nendevahelise seose

rangust.
Vaatleme nende suuruste variatsiooonridasid x,; x,; ...;x, ja y,; ¥, ...;y,. Neid variatsioonridasid

kirjeldatakse aritmeetiliste keskmiste x, y ja standardhilvete o > 0y abil. Mdlema variatsioonrea

puhul vdib varieerumist (vadrtuse muutumist) vaadelda kui kahe varieerumise summana:

summaarne varieerumine = varieerumine, mis on tingitud kahe suuruse koosmuutumisest tdnu
nendevahelisele seosele + selgitamata varieerumine
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X Y A
Y seletamata
X, ¥y, J};ﬁfllcatsmon ehk o
i|—m———— g
Xy B%) plm——==
>
X
Xy Yn Joonis 16 Jadgid

Esimest komponenti, seosest tingitud varieerumist, vdib kirjeldada regressioonanaliiiisi abil saadud
mudeliga ning see annab meile suuruse Y silutud véértused

y,=ax,+b

Vaatlusega saadud véirtused ehk empiirilised véartused on siis modelleeritavad silutud véirtuse y; ja

juhusliku komponendi, mudeliga seletamata osa ehk jédgi €, summana:

A

Yi=Vi*§

Mida ldhemal on vaatluspunktid regressioonjoonele, seda védiksemad on juhusliku komponendi
véirtused, seda vdiksem on hajuvus ja seda rangem on seos kahe suuruse vahel.

Summaarset varieerumist kirjeldab dispersioon, mille arvutamisel kasutatakse vaatluspunktide
hélbeid aritmeetilisest keskmisest:

0?2 Z (y,' _;)2
n

Selgitamata varieerumist kirjeldab dispersioon, mille arvutusel kasutakse vaatluspunktide hilbeid
regressioonjoonest

2 E(Vi_ﬁi)z
Op=—"——"—

n

. o ) . . . o
Nende kahe dispersiooni vahe 07— 0 on seletatud dispersioon, mis on tingitud kahe suuruse

vahelisest seosest, teise suuruse varieerumisest. Seose rangust iseloomustab seosega seletatud
varieerumisest pohjustatud dispersiooni suhe summaarsesse dispersiooni ja vastavat suurust
nimetatakse determinatsioonikordajaks:

2

2 2
07~ 0 Op
]/‘ = =

2 2
Or Or

Niites 6.2 (Ik. 54) on determinatsioonikordaja 7* = 0,9748 ehk ca 97,5%. See téihendab, et 97,5%
kasumi muutustest on seletatav kdibesageduse muutumisega, lilejaéinud varieerumine aga muudest
pOhjustest.

Determinatsioonikordaja néditab, kui suure osa summaarsest varieerumisest kirjeldab
dra seosega seletatud varieerumine.

Sagedamini kasutatakse lineaarse seose ranguse iseloomustamiseks korrelatsioonikordajat » , mille
absoluutvédrtus on ruutjuur determinatsioonikordajast. Peale matemaatilisi teisendusi saadakse
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korrelatsioonikordaja arvutamiseks jirgmine valem.

Lineaarne korrelatsioonikordaja:
e Z (x,' _x) (y, _y)

no,o,

Siin n on korreleeruvate suuruste X ja Y véirtuste x, ja y, paaride arv, x ja y aritmeetilised
keskmised ning oy ja o, vastavad standardhilbed.

MS Excelis kasutatakse korrelatsioonikoefitsiendi leidmiseks funktsiooni CORREL voi vahendit
Correlation komplektist Data Analysis.

Korrelatsioonikordaja on iihikuta suurus ja selle védrtus on -1 ja 1 vahel, -1<r<1:

r=0 korrelatsioon puudub;
lr| =1 tegemist on téielikult korreleeruvate suurustega;
0<r<l1 positiivne korrelatsioon, iithe suuruse kasvades kasvab ka teine suurus;
-1<r<0 negatiivne korrelatsioon, iithe suuruse kasvades teine suurus kahaneb.
+ o+ + * + .
+++++++ * s+ o+ F + ++++ +
+ ot o4y + + + . 4+ T+
"
+ ++ ++ ' ++ : * * . + ++ +
+ + 4 + + o+ +
Positiivne Korrelatsioon puudub Negatiivne
korrelatsioon r=0 korrelatsioon
r>0 r<0

Kui determinatsioonikordaja iseloomustab vaid seose tugevust, siis korrelatsioonikordaja néitab dra
ka seose suuna.

Korrelatsioonikoefitsiendid USA ja mdnede

AIDE 6.5. Korrelatsi liiiis vaa i 1 . .. .
N 6.5. Korrelatsioonanaliilis véértpaberituru vilisturgude aktsiaindeksite vahel

Korrelatsioonanaliiiisi kasutamisega vaartpaberite turul voib

tutuvuda raamatus "Kunsing, S., Tuusis, D. Vértpaberite portfelli- Aktsiad Valakirjad
analiiiis, TU Kirjastus". Lehekiiljel 62 on radgitud rahvusvahelisest

diversifitseerimisest: Kanada 0,71 0,63
"USAs on aktsiate ja turuindeksite tuluméirade vahelised

korrelatsioonikoefitsiendid 50% ringis. Harudevahelised Jaapan 0,22 0,10

korrelatsioonikoefitsiendid on umbes 60% ringis, kuid USA ja USA- . .

viliste turgude korrelatsioonid on reeglina viga madalad. Ibbotsoni, Suurbritannia 0,62 0,08
Carri ja Robinsoni 1982. aastal korraldatud uurimuse tulemused Saksamaa LV 021
néitasid, et aastatel 1960 - 1980 olid véga tugevad korrelatiivsed ’
seosed vaid kolme Aasia riigi -- Jaapani, Hongkongi ja Singapuri --  Euroopa (kokku) 0,63
aktsiaindeksite vahel (r; = 90%), samuti mdnede Euroopa riikide

indeksite vahel.” Aasia (kokku) 0,26 -

0,10

Autokorrelatsiooni (serial correlation) kasutatakse mingi suuruse muutumise juhuslikkuse voi
mittejuhuslikkuse hindamisel. Kui suuruse X muutuste rida on Ax,; Ax,; ... ;Ax; ... ;Ax,, siis

autokorrelatsiooni koefitsiendi leidmiseks moodustatakse #z - 1 jarjestikuste muutuste paari
(Ax;; Ax, ) jaleitakse vastav korrelatsioonikoefitsient. Kui see on nullilihedane, on muutused

juhuslikud. Kui aga korrelatsioonikoefitsient on suur, siis muutus Ax;,, on suures osas pohjustatud
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eelmisest muutusest Ax,, tegemist on autokorrelatsiooniga.

Naiteks, kui aktsia hinna muutused ei ole juhuslikud, siis hinnatdusule iihel pdeval peaks jirgnema
hinnatdus ka jargmisel pdeval. Efektiivse turu hiipotees viidab, et aktsiate hindade muutus on
juhuslik.

NAIDE 6.6. Hansapanga ja Kaubamaja aktsiate hindade muutumist ajavahemikul 1.1.97 - 31.10.97.

hind, kr Hansapank ind, kr Kaubamaja
3007 60
250 50
2007 40
150 307
1001 20
50 107
0 T T T T T T 0 T T T T T T
01.01.97 20.02.97 11.04.97 31.05.97 20.07.97 08.09.97 28.10.97 01.01.97 20.02.97 11.04.97 31.0597 20.07.97 08.09.97 28.10.97
Kuupéev HP Hinna Eelmine
Lei 51 Kisia hi ‘ tokorrelatsiooni koefitsiendi keskmine muutus, kr hinna
eiame mdlema aktsia hinnamuutuse autokorrelatsiooni koefitsiendi. .
hind, k tus, k
Selleks leiame hindade muutused (pdeva keskmine hind - eelmise L K s, 27
paeva keskmine hind) ja moodustame paarid (hinna muutus, eelmine 02.01.97 80,704115
hinnamuutus). Paaride arv on 212. 03.01.97 80,738212 0,0340965
Hanspanga aktsia korral saadakse korrelatsioonikoefitsiendiks 0,18. 06.01.97 83,050807 2,312595 0,0340965

Kaubamaja aktsia korrelatsioonikoefitsiendiks tuleb 0,0049.

07.01.97 85,024523 1,973716  2,312595
Seega Kaubamaja aktsia hinna muutumises on juhuslikkust rohkem .

08.01.97 87,7928  2,768277 1,973716
09.01.97 93,395178 5,6023785 2,768277

Kovariatsioon. Dispersioonide liitmine.

Lisaks determinatsiooni- ja korrelatsioonikordajale kasutatakse samadimensionaalsete suuruste
(suurused, mida moddetakse samades iihikutes) korral seose ranguse ja suuna kirjeldamiseks
kovariatsiooni:

Y ) y)

n

COVyy

Kovariatsiooni iihikuks on vastava suuruse iihik ruudus. Néiiteks kui aktsiate hindasid moddetakse
kroonides, siis kahe aktsia vahelise kovariatsiooni iihik on kr* . Kovariatsioon v&ib olla vahemikus
—0,0,<COVy;<0,0y

Kovariatsiooni arvutusvalem on sarnane dispersiooni arvutusvalemile ja tihtilugu kasutatakse ka
vastavat tihistust oy, =cov,,. Mingi suuruse dispersioon on tema kovariatsioon iseendaga,
2
Oy =COVyy.
Korrelatsioonikoefitsiendi ja kovariatsiooni vaheline seos:

COVyy
=

o

¥O

Y

MS Excelis kasutatakse kovariatsiooni leidmiseks funktsiooni COVAR voi vahendit Covariance
komplektist Data Analysis.
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Kovariatsiooni kasutatakse kahest kogumist moodustatud summaarse kogumi dispersiooni leidmisel.

Kahe suuruse summaarne dispersioon on vordne nende suuruste dispersioonide
summaga, millele on liidetud kahekordne nende suurustevaheline kovariatsioon:

2 Pt
Oy.y=0y+0y+2cov,,

Naiteks tuleb summaarset dispersiooni kasutada véartpaberiportfelli tulumééra standardhilbe
(portfelliriski) arvutamisel. Kahest véartpaberist koosneva portfelli tulumééra dispersioon:

or=wiay+(1-w, ) oy +2w,(1-w, )cov,,

kus oj ja 0,252 on vastavate vdértpaberite tuluméirade dispersioonid, w, véértpaberi A osakaal

portfellis ja cov,,; tuluméérade vaheline kovariatsioon.

ULESANDED

6.1 Ajavahemikul 1.03.98-17.04.98 oli Hansapanga lihtaktsia keskmine tulumédir Tallinna véartpaberiborsil -0,18%
standardhélbega 1,81% ja AS Pennu Computers aktsia keskmine tulumair -1,62% standardhdlbega 4,31%. Nendevaheline
kovariantsus oli 0,02%. Kui portfellis oli HP aktsiate osakaal 60% ja Pennu aktsiate osakaal 40%, kui suur oli portfelli
tuluméér ja risk?

6.2 Niidata, et kui kahe vordse standardhélbega vairtpaberi tulumdirad muutuvad vastupidistes suundades (korrelatsiooni-
koefitsient » = -1), on nendest vordsetes osades moodustatud portfelli risk vordne nulliga (absoluutselt riskivaba portfell).
6.3 *) Aktsia A tuluméira standardilve on 1,80% ja aktsia B oma 2,4%. Aktsiate tuluméiérade vaheline
korrelatsioonikoefitsient on -0,1. Milline peaks olema kummagi aktsia osakaal portfellis, et portfellirisk oleks minimaalne?
(Népuniide: kasutada diferentsiaalarvutust funktsiooni miinimumkoha leidmiseks).

VASTUSED 6.1 Tuluméér -0,76%, risk 2,04% 6.3 A: 62,7%, B: 37,2%.

Lineaarse korrelatsioonikordaja puudused.

Lineaarse korrelatsioonikordaja kasutamisel tuleb arvestada moningaid niiansse. Alati ei pruugi
lineaarse korrelatsioonikordaja suurus anda meile objektiivst informatsiooni.

NAIDE 6.7. 161 Tallinn +

Kasutades Eesti Pangast saadud statistilisi andmeid hoiuste 14
kohta erinevates regioonides (30. nov. 1997), uuritakse
seost hoiustajate arvu ja keskmise hoiuse suuruse vahel.
Andmed on 21 regiooni (linnad ja maakonnad) kohta.
Korrelatsioonikordajaks saadi 0,9208, mis niitab tugevat
korrelatsiooni. Uurides aga hajumisdiagrammi, on néha, et
korrelatsioonikordaja muudab suureks Tallinn. Jittes
Tallinna andmed korvale ja leides korrelatsioonikordaja

Keskmiselt hoiustatav
summa, tuh. kr

ulejaanud regioonide kohta, saadakse 0,5925 Seos 0 100 000 200 000 300 000 400 000 500 000

hoiustajate arvu ja hoiuse suuruse vahel on oluliselt
ndrgem. Hoiustajate arv regioonis

Joonis 22

Antud ndites oli seose tugevus genereeritud iihe, teistest tugevasti erineva vaatluse poolt. See on
erind. Erindi korvalejatmine oleneb olukorrast. Analiiiisija peab otsustama, kas erind sobib
uuritavasse kogumisse voi mitte.
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Lineaarne korrelatsioonikordaja on kergesti mojutatav erindite poolt. Seetdttu tuleb lisaks
korrelatsioonikordaja arvutamisele analiiiisida alati ka hajuvusdiagrammi. Iga erindit tuleb
analiilisida ja otsustada, kas see kuulub samasse kogumisse iilejdédnud vaatlustega.

Lineaarse korrelatsioonikordaja vairtus voib olla eksitav ka teises suunas: tunnuste vahel v3ib olla
viga tugev seos, kuid lineaarne korrelatsioonikordaja ei viita selle olemasolule.

NAIDE 6.8. Ettevdttes on analiiiisitud toote hinna ja

saadud kasumi vahelist seost. Hajumisdiagrammilt on 4507

néha, et vaatluspunktid asuvad piki paraboolset 4007 «*°

koverat. Ka teoreetilistest arvutustest on teada, et kui 'i; 3507 . .

kulufunktsioon ja ndudlusfunktsioon on lineaarsed, § 300 .

avaldub kasumi sdltuvus hinnast ruutfunktsioonina. 3 250 .

Seose tugevuse leidmiseks arvutatakse korrelatsiooni- % 200

koefitsient. Kuna tegemist on peaaegu funktsionaalse 2 1507 ¢ ¢

soltuvusega, peaks korrelatsioonikoefitsiendi absoluut- 100

vidrtus olema lihedane iihele. 50 R .

Arvutused néitavad aga, et korrelatsioonikordaja on 0 ‘ ‘ ‘ ‘

nullildhedane, » = -0,0058. 0 100 200 300 400
Hind, kr

Joonis 23
Lineaarse korrelatsioonikordaja arvutusvalemi tuletamisel 1dhtuti sellest, et kahe tunnuse vaheline
seos on modelleeritav lineaarse mudeliga. Seepérast lineaarne korrelatsioonikordaja "tunneb ara"
punktide kogumi, mis on vilja venitatud piki sirget. Kui punktide kogum asub piki mingit
keerulisemat kdverat, voi tekkida olukord, kus lineaarne korrelatsioonikordaja omandab
nullildhedase vdirtuse. Seda ka siis, kui tegemist on funktsionaalse seosega.

Molemat tiitipi eksitust on voimalik véltida hajuvusdiagrammide uurimisel.

Lineaarse korrelatsioonikordaja puuduste tottu kasutatakse ka teisi seosekordajaid.

Jarjestikskaalas moddetavate tunnuste vaheline seos.

Kiisitluste puhul palutakse tihti reastada mingid suurused néiteks meeldivuse, olulisuse vms. jargi.
Niiteks palutakse ostjatel reastada tegurid, mis mdjutavad kaubavalikut. Nendeks teguriteks voivad
olla hind, tootjafirma, pakend, kittesaadavus jne. Sellisel juhul kasutatakse jarjestikkaalat. Kui
soovime analiiiisida, kui histi langevad hinnangud kokku erinevatel vastajate gruppidel, tuleb
vorrelda erinevate tegurite jarjenumbreid ehk astakuid erinevatel gruppidel. Selleks kasutatakse
astakkorrelatsiooni.
Jarjenumbrite korrelatsioonikordaja, mida nimetatakse Spearmani korrelatsioonikoefitsiendiks,
leitakse valemiga

63 d;

n(n’-1)

rs=1

Ameerika Euroopa d,

kus d; on erinevates gruppides kdrvuti olevate

e . . . Uuringud j dust 4 2 2
jarjekorranumbrite vahe ja n vairtuspaaride arv. HITRENC Ja aTencusieaevis

Tootmisvahendite vanus 2 4 -2

Kulutused reklaamile 3 1 2
NAIDE 6.9. Miiligistrateegiad . 7 6 1
Firmadel paluti tédhtsuse jirjekorras reastada tegurid, mis Toodete pakendamine 8 7 1
mdjutavad firma edukust. Kiisitlus viidi 1dbi nii Ameerikas kui Tootasud 5 8 -3
Euroopas. Tulemused on toodud jérgnevas tabelis. Maa infrastruktuur 6 5 1
Kiisimus: Kui suur on seos Ameerika ja Euroopa firmade Maijandushinnangud 1 3 2

arvamusel firma edukust mdjutavate tegurite téhtsusele?
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Seose tugevuse hindamiseks kasutame Spearmani korrelatsioonikoefitsienti, mille vaértuseks saame
r,= 0,6667.

Astakkorrelatsiooni kasutatakse ka intervallskaalas moddetud kvantitatiivse tunnuste vahelise seose
kirjeldamisel, kui on vaja vihendada erindite moju. Selleks leitakse mdlema tunnuse korral vastava
variandi jarjenumber (astak) ning leitakse korrelatsioonikoefitsient astakute vahel. Kui kahe voi
enama modtmistulemuse védrtused on aga vordsed, midratakse vordsetele vaartusetele sama astak,
mis arvuliselt on vOrdne vastavate astakute keskvédrtusega.

Astaku leidmiseks MS Excelis kasutatakse funktsiooni RANK.

On vdimalik ndidata, et kui astakud on kdik erinevad, siis Spearmani korrelatsioonikoefitsiendi
arvutusvalem langeb kokku lineaarse korrelatsioonikoefitsiendi valemiga. Sel juhul voib MS Excelis
Spearmani koefitsiendi leidmiseks kasutada samuti funktsiooni CORREL.

NAIDE 6.10. Leiame funktsiooni y =e *viirtused erinevate x viiirtuste korral ja kanname saadud punktid graafikule (joonis
24). Leiame lineaarse korrelatsioonikoefitsiendi 7 =0,8196. Kuigi on tegemist funktsionaalse sdltuvusega, pole see 1. Seejarel
leiame Spearmani korrelatsioonikoefitsiendi » =1.

X y x astak y astak 12007 .

0 1,00 1 1 1000

1 272 2 2 8007 .

302009 3 3 ~6001

5 14841 4 4 4007 ’

6 40343 5 5 2007 . .

65 66514 6 6 0 0 ) ) . 8
7 __1096.63 7 7 x
Joonis 24

> Lineaarne korrelatsioonikoefitsient moddab lineaarse seose tugevust.
> Spearmani korrelatsioonikoefitsient moddab monotoonse seose tugevust.

Soltuvust nimetatakse monotoonseks, kui iihe tunnuse kasvamine toob kaasa teise tunnuse
kasvamise ning iihe tunnuse kahanemine toob kaasa teise tunnuse kahanemise.

Regressioonsirge parameetrite usalduspiirid.

Regressioonmudel peegeldab tegelikkuses valitsevat seost. Kuid mudeli abil leitud vairtused, silutud
védrtused, ei pruugi vaatlustulemustega tdpselt kokku langeda, sest esinevad juhuslikud hélbed,
jaagid.

Kui regressioonmudel on

yleak+b

siis tegelik seos voib olla

yEox+p

kus o ja p on regressioonsirge parameetrite tdelised vaartused. Vahimruutude meetodiga méaratud
parameetrid a ja b on nende tegelike véértuste hinnangud. Korrektse analiiiisi korral tuleb leida nende
hinnangute usalduspiirid.
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€
by \ YA €
€
il —————
JA,A _____ ¥ < silutud viirtus (mudeli
! . ' péhjal arvutatud)
: > >,
x; x X X, ] X
Joonis 25 Korvalekalded mudelist Joonis 26 Prognoosijiikide normaaljaotus

Mudeli parameetrite usalduspiiride leidmisel arvestatakse seda, et mida suurem on prognoosijiédkide

e=y-y

hajuvus, seda suurem on ka viga parameetrite a ja b médramisel.

Parameetrite usalduspiiride leidmisel eeldatakse, et prognoosijiégid € on normaaljaotusega, mille

keskvéértus on null ja standardhdlve o konstantne kdigi argumentsuuruse X védrtuste jaoks (joonis

26). Praktikas on jadkide jaotuse standardhélve teadmata ja selle hinnanguks kasutatakse

vaatlusandmete kui valimi standardhélvet s. Jadkstandardhilve ehk lineaarse regressioonmudeli

standardviga:

Standardviga iseloomustab funktsioontunnuse Y véartuste korvallekallet regressioonvorrandiga

madratud véirtustest y;. MS Excelis leiab selle suuruse funktsioon STEYX.

Kui jadgid alluvad normaaljaotusele, on regressioonsirge parameetrite hinnangud samuti
normaaljaotusega. See voimaldab leida parameetrite hinnangute standardvead ja vastavad
usalduspiirid.

Sirge tousu a standardviga

S@

" \/Z xi2 -n(x)?

Usaldusvahemiku laius parameetri a jaoks

N

Aa :t[i,lr2 Sa

kus tg o ON Studenti koefitsient, £ usaldatavus ja n empiiriliste punktide arv.

Vabaliikme b standardviga

g inz
REDIEAR IR

Sy

Usaldusvahemiku laius parameetri b jaoks
Ab= lg.n-25p

Regressioonmudeli parameetrite usalduspiiride leidmiseks ja mudeli headuse kontrollimiseks
kasutatakse MS Excelis vahendit Regression analiiiisikomplektist Data Analysis.

NAIDE 6.11. Kulude mudel. Vt. jargmine lk.
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Prognoosi usalduspiirid

Uks regressiooonanaliiiisi enamlevinumaid kasutusalasid on prognoosimine. Tuleb arvestada sellega,
et regressioonmudel kehtib vaid piirkonnas, mis on kaetud vaatlusandmetega. Ekstrapoleerimist
sellest piirkonnast véljapoole vdib lubada vaid vidhesel mééral ning see on seotud suure riskiga.
Lineaarfunktsiooni ekstrapoleerimise korral ekstrapoleeritud vaartus y,=ax,+ b.

Selle usalduspiirid

Vb + tﬁ,n*ZSp

kus s, on prognoosi standardviga :

(x, ~x)*
5,5, 1+l+7p2 -
noYy x-nx

Siin s, on mudeli standardviga, x; vaatlusandmed ja x, vdartus, mille jaoks prognoos tehakse.
Leides usalduspiirid paljude punktide jaoks, saame veakoridori.

NAIDE 6.12. Kasutades empiirilisi andmeid 6500
1995 kuni 1996. nov, leiti kéibel oleva 1 y = 69,993x + 3269
sularaha hulga muutumise mudel. £ 6000 el
Mudeli pohjal prognoositud véirtus 1997. a. "g 55001 o // Lot
juunis oli 5369 milj. kr. Usalduspiiride g Ll ’30 6.1997
. . . . oy .2 50001 P i

leidmine andis prognoosiks 5240 - 5500 milj. g . o
kr. Tegelik védrtus oli (EP andmetel) 5366,9 ,g
milj. kr %

w0

35 40

0 5 10

15 20 25 30
Kuud, alates 1995.a I kv

Mittelineaarne regressioon

Mittelineaarse regressiooni puhul leitakse mudeli parameetrid sama loogika pdhjal, mis lineaarse
mudeli korral, kasutatakse vihimruutude meetodit.

Koige sagedamini kasutatavad regressioonmudelite tiiiibid:

lineaarne yv=ax+b

parabool y=ax?+bx+c

n-astme poliinoom y:anx”+an71x”*‘ +...+a1x1+a0
eksponentsiaalne y=ae®

logaritmiline y=alnx+b

astmefunktsioon y=ax®

MS Excelis on lihtne otse diagrammile lisada mudel ja vastav 1dhendusjoon. Selleks tuleb empiiriliste
andmete pohjal koostatud diagrammil mérkida dra vastav punktikogum (Data Series) ning hiire
parempoolse klahviga avatavast objektmentiiist valida Add Trendline.



STATISTIKA 67

Aknas Add Trendline lehel Type valida sobiv mudeli tiilip. Lehel Options méarkida dra valikud

Display equation on Chart (ndita valemit diagrammil) ja Display R-squared value on chart (niita
diagrammil R?).

Add Trendline 2|

~Trend/Reqgression kype

Lineatr Logarithrmic Polyniomial
L ./~ | Period;
Power Exponential Moving average

Based on serigs:

Maudmiseni deposidid {milj 28

(a4 I Cancel

NAIDE 6.13. Mittelineaarne regressioon

USA-s uuriti , kuidas pere elektrienergia tarbimine soltub maja pindalast. Joonisel 30 on leitud vastav lineaarne mudel, millest
selgub, et maja pindala suurenemisel 1000 m? vdrra suureneb eletrienergia tarbimine kuus 583 kWh vorra. Kuid on niha, et
lineaarse mudeli kasutamine pole siin digustatud, parema tulemuse annab 1&hendamine parabooliga (joonis 31)

(determinatsioonikoefitsient R? on suurem). Selgub, et pindala suurenedes kasvab elektrienergia tarbimine iiha aeglasemalt
ning maksimaalne on 2,5 tuh m* suurustes majades ning siis hakkab viihenema.

N
LN
|
N
[N

y =-0,5206% + 2,5796x - 1,215
R?=0,9819

y =0,583x + 0,5761
R?=0,8327

g
N
:
t
N
[~
!

S 3
5 3
g 20T § 1,84
2 ERL
a 8
218t 3
§’ s 1,6
R 1,6 T K]
> g 1.4
. 1,21
l.% 1,21 e ﬁ
1,0 t t t t + + + + i 1,0 T T T )
70 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 1,0 1,5 2,0 25 3,0
Maja pindala, tuh fh Maja pindala, tuh m2
Joonis 30 Joonis 31
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